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§1 従来の摂動論の問題
系の状態の変化する速 さを計算するのに,摂動論がよく使われ る｡けれ ども
従来の摂動法は多 くの場合, ある省略のもとになされ てお り,ために適当でな
いことがある.たとえば高次の摂動で,意味のない発散がでた りする.1) この
発散を取 ｡除 くための,従来の摂動論による提案はいずれも成功していないC2)3)4)
実 は この省 略 は この場合 正 し くない か らである｡この省略 される項 を
ForlornTem と名づける｡筆者はこれ らも含 めた計算方法.を提案する｡これ
は上の発散 を解決 し,その他の困難 をも解決す ることができる｡ これが より正
しい摂動論で ある｡
従来の摂動論は,変化の前 と後でエネルギーが保存 され るような項だけを採
用 して,のこりを捨 てる｡これ はエネルギー保存則である｡けれ ども変化の前
と後でエネルギーが不変である とい うことをあらかじめ要求す ることは正 しく
ない｡エネルギーが保存 しない変化 も実際は許 される｡ ForlornTem も考え
に入れた摂動論 は,上の発散 を解決するだけでな く,その他の場合 にも従来の
摂動論 とは異なる結果 を与える｡
また従来の摂動論では変化のはじめのエネルギーEiと後のエネルギーEf
の間にエネルギー保存を要求するので ∂(Ef-Ei)の因子 を含む.たせ えば
はじめの状態に戻る割合 をもとめようとすると常にEf-Eiなので ∂(0)が
かかることになる｡ この発散 も実は見かけ上の もので発散するはずがない｡こ





無摂動- ミル トニアンの固有函数 亀1と固有値 En がわかっている とする｡
ハ ミル トニアン
H - Ho- 1H' , HoPn- EnPn
t<0で系はノ､ミ′レトニアンH｡の下にあ り･ひとっの固有状態 (pi,Ei)にあ
るo t≧ 0で系はハ ミル トニアンH｡-1H′の下にあ り波動函数+(t) をもつ
とし,少(t)をH. の固有函数で展開するo
i奇岩Jm t) -(Iir lH′'W(t'
耶 t)- I an(t) qle
n
-iEnt/打
(2)を (1)に代入 して, 錨 をかけて体積積分 し,直交性 を使 えば,
i7f an(t)ニー スzH,nm ei(En-Fhl)t/肯 an(t)
Eiil
振幅 an(t) を スで展開 して,
(3)
an(t)- £o)(t)+ ia£1)(t)+ }2an(2)(t)+ ･-･ (3)
これ を (3)に代入 して,初期条件 an(0)-∂ni を使 うと
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'L,･ぎ二二
たとえば 1次の項 と 2次の項 は
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積分路 はすべ ての極 をか こむ よ うに とる｡従来の摂動論 は上 の式の うち,
p-ufiの極 と p- 0の極 の一部分 だけを採 って,､残 りを捨 てるoた とえば(6)
式 ではWfiの項 だけ をとって, 払fmの項 を捨 てる｡ このため従来 の摂動論 は失
敗 するこ とがある｡本 当はすべ ての極 を考 えに入れ ては じめて正 しい式 になる｡
従来 の摂動論は αfiと dの極 か ら,
a(fS)(t)-I
mlm2‥ ‥m s-1
H'smlH& 1m 2 ････Hhs_ll
e t･Q)fit - 1
Emlih12i ‥･･‥･･Ems-1i
とし, さらに
l(eta)t- 1 )12 ～2打ーE♂(E)
















とい う式が使われてきたo Lか しこれは不十分であるoた とえば -Enii-
1‰lilの ときこの式は発散するが,-(6)式に戻 って考えれば発散 していないこ
とがわかる｡直接に (7)式 を使 うことが正 しい方法である｡
§3 見かけの発散 と不成功な解決
近藤氏 1)2k sdの問題で, 4次の摂動で, あるグラフに対す る量の発散 を -
見出 し, これを解決する方法 を担案 された｡ここでは単純なハ ミル トニアンを
取って説明する｡
H-f EkCk'ck-1E Ckナ ckkk′













ここで <- ･- 〉i は初状態に関す る熱平均 を意味 し,縦の点線は終状態 を意
味する.これは分母が 61-63 で二次の発散 をするこ近藤 氏は,有限のカッ ト
Tを仮定 し, (81-63)2+I12 に変 えて計算 された. (f(e)はフェルミ分布
函数 )
けれ どもこれは正しくない.固有値 En が実数であ り,固有函数 qlが直交
系をなす とい うことが式 (2),(3) を可能にしているのだか ら,En が虚数 を
含めば,それ以後の式は成立 しない｡
三輪氏3)は同 じグラフで終状 態がひとつずれたものによる寄与wb がこ､の
発散 をうちけす と述べ られた｡
27C/∩H'ifH'frP'rm HLi
Wb
古 lm-･il ‰li Eni
×∂(Efi)>i
27CI f(El)f+(62)f(E3)f(64)♂(62li4)
=首 封24 (Er 63)(el+62-6㌻64)
(ll )
図 2
これ も同じく61-83 で発散 し,前の発散 を打 ち消す とい う｡けれ どもそれは
正しくない｡ (9)に示 されるように, これ と等 しい寄与をもつ複素共役の分が
















を変 えればこれが全 く同等の ものであることがわかる｡Keiter は片方の寄与
について符号 をまちがったために,､これ らが打ち消 しあ うとした｡これ も正 し
くない｡
§4 解 決
式 (10)の発散は式 (9)の分母の‰liとEniの絶対値 がひとしく‰ i-0の
極が二重 になることによっておこる｡ ところが (6)式をみればわかるように
Bni-0 は極 ではない｡(dfiの項単独 であれば一次の極であるが, wfm の項
があるpので Emi -0での特異性 はは じめか ら存 在 しないo Emi-0 の発散
はWfm の項 を捨てたことによって生 じた もので･実際は生 じないo
(7)式 を直接に使 う｡図 1に対 して
E fm - 石α1 Efn=盲α2 Efi=F(α1+α2)
′ (13)
ちα1- 62-64 石α2F e1-62
ここでは α1及び α2 ともに 0付近 での寄与が問題 なのだか ら,分布関数の影










前の負号 はP'の稽分路が複素共役 をとるため右まわ りになったので,左 まわ り
に直 すか らでて くる｡ α1 で積分
す るo極 は α1--α2+ipノである｡
この結果 をα2 で積分すれば, こ
れは消 える｡ Wa -0 である｡
(ll)式 の% も同樽 に 0である_0
こ うして (7)式か ら出発すれば
発散 がな くな りその上 0¢となる｡
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(15)(16)の括弧の中の量は二次の確率 wo に等 しい.Wot雀1だからwa′,
wb ≪′wo であるoこれ も従来の計算では発散するowb′の符号がWa′と異な
るのは (7)式の前に iS の項 があるからである｡半分 になるのは, α1の積分
が 27Tを出さず 7Cを出すからであるO又waJ+2wb′- 0であ りこの正 しさを
示 している｡
一般に 2n次の摂動でn個の電子空孔対の励起 されるグラフでは,それ らが
交叉すれば (14)式 と同 じで,確率振幅は 0である｡交叉 しないものでは,終
状態がちょうど甲央に くる時に (Wot)n/ n! ,とな り,終状態がその隣 りの位
置にずれた時に-(1/2)(wot)n/n! となる｡その他 の場合に 0である｡
図 7で縦点線 のところに終状態があるときの確率振幅 -af(t)-2 の値 を示す｡
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(1)式 と初期条件か ら,任意の時刻 で,
1-(W (t),W (t) )-
-S蔓｡ 壷 a妄q)(t) af-(siq,(芋,)
0--------0
(17)
右まパ ラメーターであるから, S≧ 1に対 して括弧の中の量 は常 に 0である｡
また相互作用の順序 を決 めたグラフはそれ 自身パ ラメーターであ るか ら,ある
グラフか らの (17)式- の寄与の和は常に 0でなければならない｡図 6,図 7
の グラフはこの要求を満足 している｡ これ は計算結果の正誤の基準のひ とっに
なる｡これ を丁 零和の基 準 ｣と名づける｡
従来の摂動の式は (9)のよ うに常にエネルギー保存のため項 ∂(Ef-Eo)を含
んでいる｡そのため終状 態が初状態に一致するもの,つまり初状態に もどる確

















となって有限である.だからェネルギー保存の ∂(Ef-Ei)が付 く従来の式 は


















pとn)+pin)- oだから零和の基準 を活 している｡
(21)
§6 遷移確率 についての注意
終状態で電子空孔対が励起 されている確率 P｡ はPとn)の総和 をとればよいO
pe - I pe(n) - 1 -e～Wo t
OO
n= 1


















できめられるwo′(tを含 まない もの )と (24)式の W が一致す るとは じめか
ら汲めることはゼきないが, この例やその他の聾者 の試みた例では一致す る｡
■
§7 エネルギー保存 に関す る注意
従来 の摂動論が先験的 に守 ろうとしたものはエネJレギー保存則 であ り,ため
に∂(Ef一七i)の因数 を持っo この因数が不適切であることを前 に示 した. こ
れは無摂動ニ ミル トニアンに対するエネルギー保存 であって, これ は必ず しも
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保存 しな くてよいのである｡ (7)式 による計算 ではEf キ Eiの場合 で も遷移
確率 が あ りうる｡次 のハ ミル トニアンを考 える｡
Ho-君EkCk+ck + 約 1b+b+古 仏2C' c
H′ニー iRkkEcf.ck(b - b+)- 〟(b' C + C十b )
〔b･b+ 〕- 1 , 〔C,C+ 〕- 1 I a,-Wl - W2
(27)
終状態 でエネルギー Q)2 のボ ソンがひ とつ- り, Wl のボ ソンがひ とつふえる













W -f- ÷ a f ( 3 ) ( t )a芋( 1) ( t )
∑′
















これまでに,従来 の摂動論 とForlornTerm も含めた摂動論の違 いを述べて
きた｡ これが実際の物理量 の計算値に く-いちがい をもた らすのは当然である｡
次に (27)のノ､ミル トニアンでW2 のボ ソンの緩和時間 を計笠す るが, この例
では,従来の方法による倍 の 2倍の量 を与 える｡
終状態でα2 のボ ソンがひ とつふ えている確率はつぎの･8つのグラフか らの
寄与がある｡
ji 並 Ⅳ
･一二 誉 -:I7､･ Ii-二･去iT一ニー:& ミ歩
bC季 ) b･串 良 趨
-3i一% 2 -% 一% % -% % -1 % 0 0 -1 1 0 0 -1 2 -1 0
cpo i o ∝, CO ? co CQ ∞ 03 0 -1 1 co - cO l 0 0
図 11
図中で同じギリシャ数字に対する a ,bの図は,行列要素が異 なるが,遷移確
率の値 に関 しては同等で,それぞれの位置に終状態が くる ときの遷移確率の値
を (28)式の中括弧の中の量 を単位 としてその下 に示 した｡上の数字は正 しい
摂動論によるもので,下 は同 じものに対する従来の摂動論 によるものである｡
Ⅱに対 しては殆 んど一致す るが, 1,Ⅰ,Ⅳではことな り,特 に Iでの くいち




グラフ 行列要素M X(nc十1) ･正 しい摂動Nl 従来の摂動N2対称性S
Ⅰ AB nb2(PbT1) (i )+2+(-i)-1 1 1









W (nc†_) - ( nc + 1 )A
(29)
(30)
となって半分である｡但 し従来の摂動論は種 々の点で瞭味であって, ‡のグラ
フに対する寄与は ∂(a))/0の項 をもっので決 められない｡けれ ども従来 の摂







従 来の式 に従 う限 り解決 のできなかった発散 の問琴はForlorn Term も含
めた式に よっては じめて解決 される｡
またエネルギー保存 を常に要求す るのも正 しくない｡全′､ミル トニアンに対
′
するエネルギ ー期待値は不変でなければな らないが,その一部 の無摂動′｢ミ
′
ル トニアンの期待値 は変化 してもさしつかえない. (Pn iは t,はや系 の固有
状態ではないか らである｡エ ネルギー保存 を先験的に要求 し, Forlorn
Term を捨 てる従来の摂動論の誤 りはまた,図 11において零和の基準 を殆ん
ど満 していないことからも明らかである｡ (正 しい摂動法によるものはこれ を
満 している｡ )
このようにして,従来の摂動論 の適用限界がわかる｡従来の摂動論で計算 し
てさしつか えない場合 も多い｡けれ ども発散 を伴 うばあい とか,無摂動ハ ミル
トニアンが離散的固有値 を持っば あい∴その他特異 な場合はForlom Ten
も含 めた式 に戻 って考えるべ きでみ′るOただ し従来 の式 を使 ってよい時一でも,-
./
た とえば (9)式でEmi-0 の｢扉の極 をふつ う主値積分す るが,その妥当性は
(6)式 でWfmの項があって･,qni-0は特異点ではなく極ではない というこノ
とに 由来するのだとい う.ことを理解 してお くほ うがよい｡ (これは笠者 が東大
物性研 に在学中に行 なった ものであるo)
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